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1 Introduccién

La motivacién del presente trabajo es la reconstruccién tridimensional de objetos a partir de
un modelo fisico. Su importancia se vuelve evidente cuando es necesario obtener mediciones
de objetos que permitan, a través de ellas, alguna forma de reproduccién o analisis del ob jeto
estudiado. La automatizacién de este proceso leva directamente a pensar en una posible
alternativa para su realizacién, La Digitalizacion Tridimensional, misma que involucra un
conjunto de conocimientos tanto de Cémputo como de Matemdticas Aplicadas. ‘

La utilidad de dicho dispositivo es varlada; puede ser utilizado en la industria para recon-
struccién de piezas, para mejorar la calidad de la produccién al medir piezas y compararlas
con algin patrén, para la creacién de moldes a partir de un modelo, etc.

Otro atractivo importante, es su interés cientifico, ya que por sus caracteristicas ex-
isten problemas que pueden ser atacados desde diferentes enfoques, representando un reto
resolverlos utilizando distintos meétodos, exponiendo sus ventajas y desventajas.

Ast, bajo esta idea, el producto final de este trabajo de tesis es la creacién de un prototipo
de digitalizador que reconstruya objetos en tres dimensiones. Los principios en que se basa
son Gpticos, y aunque en la actualidad existen una variedad de este tipo de digitalizadores,
es de gran interés probar y proporcionar alternativas que intenten mejorar su calidad.

1.1 Antecedentes

Actualmente existen digitalizadores que trabajan en base a diferentes principios, siendo
los mds populares los de contacto y los opticos (Scanners). A continuacién se describen

- brevemente, permitiendo entender las diferencias que los caracterizan.

- I Digitalizadores de Contacto.- Su principio se basa en palpar la superficie del ob jeto a
~ reconstrulr tridimensionalmente. Las coordenadas obtenidas de cada, contacto son ref-
erenciadas a un origen, que generalmente corresponde al de una mesa de coordenadas,
donde se encuentra instalado el palpador. Sus principal desventaja es que dado que las
mediciones son proporcionadas al tocar la superficie del objeto, y si éste es ficilmente
deformable no serd posible utilizar este método. También debido a que existe contacto,
es posible dafar el mismo palpador. Otra desventaja inherente es el tiempo, va que
para recorrer todo el objeto es necesario una gran cantidad de puntos, y el mover el
palpador a cada uno de ellos requiere un tiempo considerable. ‘

II Rastreadores Laser (scanners).- Los digitalizadores de este tipo utilizan generalmente
un rayo laser, que-al pasar sobre el ob jeto forman una linea que define su contorno.
Esta linea es captada por una camara, de la que se obtiene una imagen, que al ser
procesada en una computadora, permite conocer las coordenadas de cada punto. Al
barrer el ldser completamente el objeto, es entonces posible reconstruirlo totalmente.
Una de sus ventajas principales es que no existe contacto alguno, por lo cual no es
posible producir alguna deformacién. Su desventaja son las oclusiones, que se presentan
cuando por algin motivo la linea, generada por el rayo ldser, que pasa sobre el objeto

/no es continua, ocasionando problemas en el procesos de digitalizacién. Este problema
puede en ocasiones ser resuelto utilizando m4s de una camara.
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IIT Proyectores de Franjas.- Este otro método. a diferencia del anterior, proyecta un con-
junto de franjas al mismo tiempo y utilizando principios Spticos, serecupera por medio
de una sola imagen las dimensiones del ob jeto. Se puede observar inmediatamente que
una de sus caracterfsticas es la rapidez de digitalizacién, pero desgraciadamente la, cal-

ibracién de dichos dispositivos es complicada y continia siendo tema de investigacion. -

1.2 Justificacién

En el presente trabajo se optard por un digitalizador del tipo scanner, pero se buscard, en

principio, obtener mediciones lo mds precisas posibles, proponiendo para ello alternativas en
dos aspectos importantes: :

I El tratamiento de las lineas generadas por el rayo ldser.- Se pretende utilizar métodos
robustos que detecten las lineas proyectadas sobre el objeto con una exactitud a nivel
subpixel, mejorando por lo tanto la, exactitud del digitalizador.

II Una difefente alternativa de calibracién.- Los métodos cldsicos de calibracién tratan de

estimar los pardmetros del modelo de las camaras, que una vez conocidos permitan la
reconstruccion tridimensional. ‘Aquf se propone un método completamente diferente,
que trate de encontrar simplemente la correspondencia entre las imégenes y el objeto
en el espacio, buscando al mismo tiempo mejorar la calidad del dispositivo. :

1.3 Desarrollo de la Tesis

En el segundo capitulo se especifica la configuracién -del digitalizador, describiendo los ele-
mentos que lo componen, su funcionamiento .y las caracteristicas de cada uno de ellos. Se
presenta un esquema en el que pueden apreciarse la razén de su disposicién y los términos
que después serdn utilizados en el desarrollo de la tesis. o

El tercer capitulo explica como se realizé la deteccién de lineas, la razén por la cual se
utilizaron los filtros de Gabor, obteniendo con ello mediciones a nivel subpixel.

La determinacién de los puntos.de calibracién fue tratada en el cuarto capitulo. En él

se describe de que manera fueron generados y un-algoritmo denominado MPM-MAP que

permitio localizarlos a nivel subpixel, mejorando asf la calidad del digitalizador. :

El capftulo cinco fue el mds extenso. En el se desarrollaron dos métodos diferentes
de Calibracion de Cémaras. El primero se basé en Transformaciones Proyectivas, en el.
cual, teniendo un conjunto de puntos cuyas coordenadas en el espacio tridimensional son
conocidas, asf como sus correspondientes en las imdgenes. De esta forma es posible obtener
una matriz de proyeccién qie mapeé puntos de la Imagen a puntos en un plano en el espacio,
pudiendo reconstruir de esta manera la forma un objeto. El segundo método propuesto
fue la utilizacién de Redes Neuronales, que considerado como un aproximador de funciones
desconocidas o dificiles de modelar, provee una diferente y atractiva alternativa, ya que
existen un conjunto de factores tales como el tipo.de lente, campo de visién o apertura
angular de la cdmara que intervienen en la digitalizacién y que no son considerados en el
método anterior. ' _

El sexto capitulo es la parte experimental, en ella se hace una comparacion de los métodos

~ de calibracién y los resultados obtenidos en la digitalizacién de algunas figuras.

4

El dltimo capitulo, el séptimo, se llega a conclusiones, que de manera objetiva permitan
describir las ventajas y desventajas del trabajo propuesto. |

En cada tema tratado en esta tesis se presenta el fundamento tedrico, siendo después
desarrollados los algoritmos especificos que, una vez codificados en algtin lenguaje de pro-
gramacion, permitan su aplicacién y prueba en la construccién del digitalizador.




2 Arquitectura del Digitalizador

Los elementos que componen el digitalizador son una Cdmara Digital de marca Cohu,
monocromatica de 480 x 640 pixeles, un Diodo de Luz Ldser de bajo costo con cabeza
para proyectar un linea y una Mesa de Coordenadas. La mesa tiene incluida un base que
puede ser movida en cualquiera de los tres ejes coordenados X, Y y Z por medio de motores
de paso controlados por una computadora, donde es posible sujetar el objeto a digitalizar.
A su vez, la mesa de coordenadas tiene una plataforma fija en la que fueron colocado el laser
y la cdmara, como se muestra en la imagen siguiente.

Digitalizador -

: A La disposicién de estos elementos permite que el ldser proyecte una linea sobre el objeto
3 : ' : Y que ésta sea captada por la cdmara, que a su vez es almacenada en una computadora. Hay ;
& - ' : que recalcar que la cdmara y el ldser estdn sujetos por medio de una base a la plataforma de
' la mesa, de forma que una vez colocados no sea posible moverlos, ya que de esta configuracién
dependerd el proceso de digitalizacién, descrito posteriormente.  Un“esquema representativo,
asi como algunas caracteristicas del dispositivo se ilustran en la figura 1.
- La orientacién de los ejes coordenados corresponden al sistema utilizado por la mesa de
coordenadas. La precisién de los movimientos que son posible realizar en cada eje son del
orden de milésimas de centimetro. ‘ '
‘ Como se puede observar en la figura 2, la linea proyectada por el laser puede considerarse
| como un plano, que al pasar por el objeto traza una linea sobre su superficie, misma que
% serd captada por la cdmara, cuya imagen puede considerarse como otro plano.
‘13’ . ‘ En la figura 2 estén representados los dos planos correspondientes. A cada punto en uno
( ‘ . ' f | le corresponde uno y solo uno del otro, de tal forma que sea posible, por algin método,
| !

encontrar la correspondencia entre el Plano del Laser y €l Plano de la Imagen.
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A | | | correspondencia uno a uno en los puntos

. 1
s . /./’" : :} i
...... X i
,,,,, barrido 1 .
’ ,f‘/ .
! i ‘) *

<—— objeto

Z, Y;
f/f .
e Plano imagen
: 1"‘-.,/// | , . '
P | | , | Plano del Laser Plano de la Imagen
i ' . o .
: ‘] Figura 1: Esquema del Digitalizador
0 ;
i : Figura 2: Planos |
'UE Ya se dijo que la cdmara y el emisor de rayo laser se encuentran fijos, esto quiere decir . ‘
| - que el plano del ldser con respecto al plano de la imagen no se moverd, lo que significa que, ? : _ ' : S
i dE I

| sabiendo el mapeo entre ellos, es posible conocer las coordenadas X v Z de cada punto de

i - la linea proyectada por el ldser sobre el objeto. Ahora si éste es desplazado a lo largo del L

' eje Y, y ya que el desplazamiento de la mesa de coordenadas (conocido) es controlado por : : o - |
la computadora, es entonces posible entonces realizar la reconstruccién tridimensional. ] : |




3 Deteccién de Lineas

El procesamiento de imagenes para detectar la linea, generada por el rayo ldser proyectado
sobre el objeto es parte clave del digitalizador. Para el método de calibracidn, la preciza
deteccién de los puntos de la linea permitirdn mapear puntos entre el plano de la imagen
y del ldser que posteriormente para el proceso de digitalizacién permitird la medicién de
objetos.

La, linea en sf, describe el contorno, y por lo. tanto los detalles del objeto. Su ubicacién
exacta en la imagen es de importancia, pmmordlalmente para mejorar la exactitud en el
proceso de reconstruccion.

Un ejemplo tipico de las lineas a tratar se muestra en la figura 3, asf como el detalle de
un renglén de la misma en la figura 4.

| . | . . Figura 3: Linea del Laser

| |
i \ Q | Figura 4: Detalle

En el detalle puede observarse una regién de algunos pixeles de lon01tud donde la inten-
sidad es maxima, que es precisamente la parte de interés. v ruido en los extremos, siendo .

; .
i ' 7
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entonces necesario identificar dentro de esta regin el punto (coordenadas del pixel) que
represente la linea. .

i
Existen varias maneras de realizar este trabajo, entre ellas se podria pensar en las sigu-
lentes:

1. Una manera es encontrar el sitio con valor de intensidad méximo del tono de gris en
la imagen y tomar éste como la coordenada donde pasa la linea. Aunque muy simple,
este método incurre en errores, ya que si la regién abarca algunos pixeles, no se sabria
que pixel elegir. Si se calculara el promedio de la coordenada de estos pixeles, también
se incwrrirfa en un error porque dentro de la misma regién pueden existir pequenas
variaciones en la intensidad de gris, por lo que tampoco seria muy exacto.

2. Otra forma de detectar lineas, podria ser calculando su centro de masa, con la expre-
sién,

PIFE2

donde f (%) es el nivel de gris en el pixel z;. El problema que se presenta aqui es que,
debido a que siempre existe ruido en la imagen, como se observa en la figura 4, puede
ocasionar que el centro de masa se salga de la regién de interés. Una posibilidad de
solucionar este problema serfa primero aplicar un umbral a la imagen.

3. En el presente trabajo se utilizé6 un método més robusto, los Filtros de Cuadratura,
pero antes de definirlos es necesario introducir lo que es la fase local y su utilidad en
la deteccién de lineas, aspectos Importantes para crear dichos filtros.

3.1 Fase Local

Una linea en una Imagen puede considerarse que tiene aproximadamente la forma de la cresta
de una onda cosenoidal. :

N

Como puede observarse en la figura 5 el centro de la linea coincide en posicién con la -

parte més alta de una de las crestas de Ia, onda, y es este punto el que es de interés localizar,

¥a que nos proporcionard la ubicacién exacta de un punto por donde pasa la linea. Ahora,

esta posicién tiene que ver con el argumento de la funcién coseno, la fase, teniendo para este
caso particular el valor de cero. » '

Una forma de localizar la fase de la cosenoide es suponer un operador que retrasa su fase
90°, tal operador convertiria una sefial : ' ‘

g(z) = cos (woz)

en

!

g (z) = cos <woa¢ + g) = fsiﬁ '(wox)A

12

— linea
— cosenoide

Figura 5: Linea y ohda cosenoidal

de tal forma que la fase podria obtenerse al calcular

, . p
-9 (fv)>
g(z)

Dicho operador es conocido como Operador de Hilbert, cuya funcién de transferencia est4

arctan (

‘definida como

—iH (u) sfu<0

donde H (u) és la funcién de transferencia de g (z). Tal operador es complejo e impar dgbido
a que la sefial g (z) es real, por lo que ambas pueden combinarse en una sefial compleja

o =9(z)—ig (z) | - )

conocida como funcién analitica o senal analitica.

3.2 Filtros de Cuadratura

Los filtros de cuadratura[l] son una alternativa para obtener un par de senales al convolu-
cionar un renglén de la imagen con ellos. Esencialmente estos filtros son parecidos a una

%
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funcién analitica, excepto por que la funcién de transferencia no tiene magnitud uno y puede
ser cualquier funcién real. En nuestro caso se opté por un par de filtros conocidos de Ga- -
bor(1], que juntos forman un filtro de cuadratura.

El objetivd principal de este filtro, pasa banda, fue que permitiera localizar en cada
renglon de la imagen, la linea que fuera proyectada por el rayo lsser al pasar sobre el objeto.
Esto se logra haciendo que la mitad del periodo de la frecuencia (wg) se asemeje lo més
posible al ancho de la linea. El filtro complrjo se disefié en el dominio del espacio y por
definicién su construccion fue:

h(z) = g (z) [cos (woz) + i sin (woz)]

donde g (z) es una funcién Gaussiana con desviacién standard o igual a una cuarta parte
del periodo dewy. Las graficas de la figura 6 y 7 corresponden al filtro que se utilizaria para
procesar la linea del ejemplo.

Figura 6: Parte real del ﬁltfo de Gabor

La figura 8 muestra (segunda gréfica) que, la magnitud obtenida al aplicar el filtro de
Gabor a un renglén de una imagen depende solamente de la energfa de la senal y de que tan
bien ésta concuerda con el filtro pasa banda de la parte real del filtro. La fase, por otro lado

- es-indiferente al DC de la imagen, y depende dela relacidn que existe entre la parte par-

e impar de la senal relativa al centro del filtro. De esta forma, cuando el centré del filtro,
tanto la parte real como la imaginaria, se encuentra en el centro de la linea, el valor de la
fase tomar4 el valor de cero. Hay que hacer notar que este valor concuerda exactamente con
el valor pico de la magnitud, determinando de esta forma las coordenadas del subplxel que
serd tomado como representativo de la linea para su posterior procesamiento.

Un filtro de cuadratura debe cumplir con (1) y ( 2), por lo que es necesario demostrar que
los filtros de Gabor cumplen con estos requisitos. :

14

Figura 7: Parte imaginaria del filtro de Gabor.

Retomando estas dos condiciones tenemos que

| —iHea (u) sfu < 0‘ . .
Hai (u) = { iHoea (u) siu>0 )

h (x> = Nreal (:E)\— th () : (4)

Donde H,; (u) es la DFT (Tkansformada Discreta de Fourier) de la Transformada de
Hilbert, definida mds adelante, de hy; (7), Hyeal (v) s la DFT de Area) () v 2 (2) es la funcién
analitica del filtro, donde

Areal (2) = g() cos (woz)

es la parte real del filtro de Gabor, donde g(z) es una véntana Gaussiana y su Transformada

de Fourier es

N
2

DFT {hrea (2)} () = Hyeal (u) = = [6 (u — wp) + & (u + wp)] ® G (u)

~

.donde & denota convolucién.




S
Ho(w) = How(w)-i-sign(u)
= {g[é(u—wo)—}—@(u—kwo)]®G(u)}-i-sign(u)
v = {%[ﬂu—wo)—5(u+wo)]®G(u)}-i
= I ke -5k wn)] Gk
= g[G(u—wo)4G(u+wo)]-i

|

|

| Como puede verse, el hecho de que, tanto. g () (Gaussiana) como cos (woz) sean funciones
} pares y reales, el resultado de la DFT de la Transformada de*Hilbert es un func1on impar e
imaginaria, por lo que su IDFT (Inversa de la DFT) es,

IDFT{H.(w)} = i+ IDFT{G (u=wo)— G (u+wo)}

| g | _ %’L . [g (CE) eiwox - (.’II) e—z’woz]

= —g(z)sin (woz) . .

Por lo tanto, la funcién analﬁiica (4) correspondiente al filtro real seria

_ i
| R h(z)=g (x)‘[c‘os (wox) + i sin (woz)]

- ‘ o que es igual al filtro de Gabor propuesto, con lo que termina 13 demostracion.

: “ . . ' ‘ _ Ya teniendo el filtro adecuado para cada lfnea de la imagen, éste es aplicado y se procede

| 1;‘ _ Figura 8: Linea, magnitud y fase obtenidas de aplicar los filtros de cuadaratura. | a calcular, como ya se menciond, la magnitud y fase. En seguida se busca el pixel correspon-
: _ ‘ : . \ diente a la magnitud méxima. Alrededor de este pixel, la fase debe tener un cruce por cero,

por lo que se procede a calcularlo para cada renglén con el siguiente algoritmo :

i | Se tiene que por (3), la DFT dela ﬂanéformada de Hilbert de hei (z) se define como: | Algoritmo 1 Detecta Coordenadas de Lineas

1. Sea f(x) un renglén de la imagen y h(z) el filtro correspondiente, Calcula Mag(z)

[ - | S | — I (@) @k (@)|| v Ang(z) = atan2(f (z) ® h (z)),
‘ | |

2. Caleula la ecuacion de la recta que cruza por cero en la fase, ol rededor del punto de
i , mdazima magnitud.
. ‘ ) S M ‘ Tmax = arg maz(Mag (z)) |

i 16 17




4 Puntos de Calibracion

[Ang (Zmax — 1) — Ang (Tmax + 1)] | El objetivo de la calibracién es obtener un método que permita encontrar puntos del Plano
(Zmax — 1) — (Zmax + 1)] del Ldser que correspondan a aquellos en el Plano c_ie la Imagen, pero antes de describir cada
‘ uno de los métodos propuestos, es conveniente explicar las caracteristicas de la configuracién

i _ € setuﬁ ) usada para la calibracién. . . _

Lo primero que se hizo fue buscar la manera de obtener puntos en la imagen, cuya
ubicacién en el plano del laser fuera conocida. Esto se logré utilizando una figura geométrica,
3. Cuando g (z) = 0 existe un cruce por cero, por lo que - que al pasar el rayo ldser sobre ella, permitiera sin ninguna ambigiiedad encontrar en la
imagen las coordenadas de los puntos de esta linea con resolucién de subpixel, una vez
procesada con los filtros de Gabor.

9(z) = mz — m (Tmax + 1) + Ang (Tmax + 1)

-

Ang (xrnax + 1) - > : :
7 = (Tmax +1) — - ] movimientos
donde z la coordenada corresponde al subpizel que representa la linea en un renglon Y. | ' : ‘ ' P A
i 4. Se repiten los pasos del 1 al & para cada renglon. o ' ‘ X P -

El resultado de aplicar este algoritmo a la linea de ejemplo que se utilizé en esta seccién ‘ S .

|
| .

laser camara

Figura 9: Configuracién de la Calibracién.

La figura por la que se opt6 fue un prisma, ya que la pasar el rayo por un costado, figura
9, forma dos rectas que se jntersectan en un punto del cual, una vez conocidos los parametros
de las rectas, es fécil calcular sus coordenadas a nivel subpixel, aumentado de tal forma la
precisién obtenida en la parte de deteccién de lineas.

L Coordenadas de los cruces por cero de la imagen de prueba

4.1 Deteccién de Puntos de Calibracion

Para la estimacion de las rectas que forma el ldser al pasar por el prisma, es necesario un
procedimiento que obtenga los pardmetros de sus ecuaciones.

Las.coordenadas. de los puntos obtenidos en las imdgenes no corresponden exactamente
a dos rectas, existe una desviacién, debida principalmente al proceso de digitalizacién de




‘ conjunto de posibles modelos. El algoritmo estd basado en la teoria de Estimacion Bayesiana,
E donde los pardmetros de los modelos que generaron los datos son estimados, en este caso las
| ecuaciones de las dos rectas que representan las lineas.

Iniciemos explicando en forma general este algoritmo en el contexto del trabajo de tesis,
introduciendo para ello la siguiente notacién.

Sea X el conjunto de valores correspondientes a las coordenadas z de los subpixeles, tal
que g = {g () |z € X, g (z) € Y} son las observaciones de las coordenadas y de los subpixeles.
Sea también {¢(r;60;),k = 1...K} el conjunto de modelos a estimar (en este caso, dos lineas
rectas) y que estdn representados por el vector de pardmetros § = {6;,6,,..,0;}. Cada
modelo es valido en una regién Ry C X, de tal forma que el valor f (z) dado por

la. cdmara. Dicha diferencia se supuso se debia a ruido Gaussiano, motivo por €l cual se
recurri6 a un método estadistico que, sabiendo que se trataban de rectas, las modelara
en forma eficiente, eligiendo para tal propésito un algoritmo denominado. MPM-MAP[2]
(Mazimizador de Marginales a Posteriori y Mézimo a Posteriori), por sus siglas en inglés.

I

Fl@) = ¢lz: 6.0 () G

k=1

: representa la verdadera coordenada y generada por el modelo a estimar y by (z) es la funcién
indicadora para la regién Ry:

. | |
be (z) = 1, sizeR; , ])J
PR T 0, de otra forma

I ;
j‘“"' . La verosimilitud de los datos, dados los modelos y las regiones de soportes es:
| Figura 10: Coordenadas de los subpixeles que forman las rectas | |

: ‘
r; La figura l.O muestra un ejemplo de las coordenadas de los subpixeles que forman las B : 1 : b ()
i rectasz ya suprimidos aquellos que corresponden a la recta vertical que no es parte del canto _ : - P(glb,0) = Ty H H e (=)™ (6)
‘i del prisma, antes de aplicar el algoritmo MPM-MAP. X zeX k=1
I , . Ca,da Imagen es adguirida por medio de un frame-grabber , instalado en una computadora, donde Zx es una constante de normalizacién y
1 | desp}les de haber movido el prisma a una posicién aleatoria (pero conocida) dentro del plano ,
. de ldser por la mesa de coordenadas, también controlada por una computadora y después ’ ‘ ‘ \
; Pr0ces_ada por el algoritmo descrito a continuacion. - b (2) = P (g(2) [0k, bk (z) = 1)

| 4.2 Algoritmo MPM-MAP que puede ser obtenida del modelo de ruido observado.
' Habiendo hecho estas definiciones es posible calcular la distribucién a posteriori usando

o Una de las principales razones para utilizar este algoritmo es que permite ajustar lo mejor = . - laregla de Bayes:
pos_ible los valores de los pardmetros de un modelo, de forma que teniendo un conocimiento |
apriori de ellos, modele el ‘conjunto de datos con que se dispone, en este caso se refiere a ) P{g,b|6)P (8
las coordenadas de los subpixeles de las dos rectas dentro en una regién de las imdgenes de . | P (b,0lg) = S DR
B : cali.bracién. Pero ya que, tanto los valores de estos modelos, asi como la ubicacién de las - | Pl
: regiones de soporte de las rectas dentro de la, imagen son ‘de'sconocidas, este enfoque realiza : donde

[! ‘ una estimacién de ellos en dos pasos iterativos: el primero es, dada una estimacién dé los ’ ‘
pardmetros del modelo, se estiman las regiones de soporte, las cuales se utilizan a su vez en | |

el segundo paso para estimar a su vez los pardmetros. Lo ‘
La manera de atacar este problema es desde un enfoque probabilistico en el cual se
especifica la distribucién del ruido observado y la distribucién de probabiiidad apriori del

P(g,0]6) = P (g]5,0) P (b]6)

es la verosimilitud de los datosbcbmpletos. !
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Por otra parte, cuando el vector de pardmetros 6 es desconocido, se puede asumir que
tiene una distribucion a priori uniforme, por lo que P(f) = constante y P (g) es una constante
de normalizacion. :

En este enfoque se consideran tanto a b, como a 6 como una matriz y un vector aleatorios,
cuyos estimadores 6ptimos son obtenidos por medio de la minimizacién del valor esperado
"de una funcién apropiada de costo, tomada con respecto a la distribucién a posteriori.

La funcién de costo propuesta en el método es la siguiente:

e (bn8) = [1-5(s-8)] + [+ (ot~ 00)] o

Donde b (z) es el vector de unos y ceros que indica el modelo al que pertenecen las coorde-
nadas z del subpixel. Para este caso de dos rectas, este vector solamente podrd tener para
cada coordenada los posibles valores,

b(z) € {[0,1],[1,0]}

Para que § sea igual a uno, su argumento debe tomar el valor de cero y 8 toma el
valor cero si tiene cualquier otro valor. Asi, el primer término de la funcién de costo indica
que el vector de parametros t9 de los modelos debe ser el ideal, mientras que las funciones
indicadoras de soporte de las reglones b tienen que minimizar el nimero de errores, por lo

que los estimadores 6ptimos de 9 y b son,

AA A A /A A
(0*, b*> = arglaliAnQ <0, b) =F {C’ (b,@,b, 9>J
b,0

Con el proposﬂ:o de minimizar Q, el método lo realiza en dos pasos primero minimiza

con respecto a b mantemendo fija 9 y luego de haber obtenida la b éptima se fija ésta y se

minimiza con respecto a 9

‘Al hacer lo anterior se tiene que el primer paso corresponde a minimizar,
N

ZZ[l— ( —N))JP(MVIQ) | (8)

b zeX

=Y > P(edlg)- ZZ@( x)—b:v)) (5.919)

ze€X b b zeX
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= XI-> > P(b,@]g)

e X (@) =b (=)
K _ A
= IXI—ZZ Z P(b,& lg) b, ()
xEXk=1b:bk(z)=g(:z:)
K
= X =) m(2) b ()
z€X k=1

donde

- ¥ P<b,@lg)=E{bk($)j

bibg (z)=1

que es la probabilidad marginal aposteriori de la regién de soporte k& para la coordenada z.
A

De tal forma que para minimizar la expresién (8) se toma como el valor de b = b como:

Be(z) = ' 1, si my (z) > 7 (z) para k' #k
k(o) = 0, de otra forma ‘ ,
. Este estimador es llamado Ma:mmzzador de Margmales a Posteriori o estimador MPM
para una b dado 6. '

Para minimizar ¢ con respecto a 9 para un valor fijo de b — b se considera el primer

termino de( 7):
/ [1 _6 (e - 9)} dP (5,9@7: 1-P (E,3|g>

de tal forma que el estimador de # es encontrado al maximizar (6) con respecto a 6.

4.3 Determinacién de Rectas Usando MPM-MAP

Ahora se desarrollard el algoritmo en forma completa, para el caso de las dos rectas que se
mencionaron en la seccién anterior. Ya se dijo que las observaciones g (z) son las coordenadas
y de las rectas que se generan al pasar el rayo de laser por el costado de la figura de calibracién,
pero que éstos tienen cierta dispersién de una recta ideal f (z), la cual puede modelarse como
ruido Gaussiano. Cada punto entonces estaria generado por:




donde f (z) esta dada por (5).

‘Se tienen dos modelos ¢; y ¢,; cuyos pardmetros 6 y 6, corresponden a 6y, = {ay, My, Bk, Ok}
para k = 1,2, dende o4 representa las proporciones de mezclas de los dos modelos y cuyos
pardmetros My, By, son la pendiente y la ordenada al origen de cada recta y oy, es la desviacién
estandar del error £ de la distrubucién normal corespondlente a la coordenada en cada una
de las rectas.

Haciendo estas suposiciones, tenemos entonces que la verosimilitud podria ser expresada
como :

1 x
P{g|b, ) = Z—Hzexng;lzk (z)+®
X
Si definimos

lk (IIJ) = P(x[bk (iC) = 1,(9k) P(bk (SD) = 1|9k)
donde

P (x| (z) = 1,0;) = \/%O'k exp {— (9 (=) ;af?:k (z)) }

(modelo del ruido observado) y
| P (b (2) = 1/6:) =

(la proporcién de mezcla), entonces

I (z) = ak exp{_(g(x)g];k(x))}

2mo, oy

Para el primer paso del algoritmo, M P M, teniendo una estimacién inicial de los pardmet-
08 o, My,By y 0%, se calculan las marginales a posteriori con,

Z)j— €T 2
- exp{—(g( )2;%(7)) }

> 72— exp { (g(z)~ fk(x»?}
QWUk

{ (9(z)—Myz—Bi)>
\/_ exp 2crk§

Tk (CC) =

S =2 \/_ exp{ (9(=)— Mk$“"Bk) }
QWUk
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y se maximizan, obteniendo

< [ 1,sim(z) >y (z) para k # k
! bi () = { 0 de otra forma

’

En el paso MAP se maximiza la verosimilitud, que es equivalente a minimizar la log-
verosimilitud negativa, una vez obtenida la estimacién de las regiones de soporte, con respecto
a 0 de la siguiente forma:

. _ A 1 (o
E = —InP <g|b,9) = —In o Teex L (z)2+@
. X

' ' 2y 7 (=)
_Lﬂxiexﬂk C exp {—————<g (z) — fi () }}

= —In

Zx \ 2oy,

' 7 1) — Mz — B,)? ’

_ —zzbm{mak—mak—@” 2, k>}+cte
. x> k Uk

Ahora podemos minimizar esta funcién con respecto a los pardmetros My, Bx, 0% ¥V Q.
Para M, y By, tenemos que :

OF - z) — Moz — B ‘
=3B () L2 =0
>

S @) Mo+ > bu(e) By = 3 B (@) g a) (10)

zeX zeX zeX

‘que al resolver (9) y (10) se obtienen dichos pardmetros.
En el caso de oy, se tiene

OE 03> pex bk (2) =X ex bk (z) (9 (z) — Mz ~ B,)?
= 3 =0
Ooy,. . (op4 \
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2eex bk (2) (9 (%) ~ Myz — By)?
A ZxEXE(>

2 _
oL =

En cuanto a ak, debemos tomar en cuenta la restriccién > & o = 1. Introduciendo los

multiplicadores de Lagrange ), queda,

£()\)=E+)\<Zak—l>

Y derivando con respecto a cy e igualando a cero,

—ZE’“—(QS—)+/\=0

(67
zeX k

Z—)k (LI?)
S P
zeX ’

A o= |X]|

Por Io tanto,

OF b '
—=—> %) 4 1x]=0
aak z€EX ke

S I

zeX

Algoritmo 2 Determinacion de rectas

/

1. Se proponen valores iniciales de Q,St)para My, By, 0r v oy para k = 1,2, en la iteracion

=0.
. ® _(+1) .
2. Paso MPM, se calculan las marginales con 0’ y se estiman las b, ~ (z) para cada z, de
la forma
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'5<t+1) (z) = 1, si g (z) > 7y (2) para k' #*k
k = 0, de otra forma

donde

\ 2
2k ey { — (g(z)"M’St)x_B’(:))
Varan P 252"

2
(g(z)—]VIIEt>:B—B,(:)>
> ——E—exp K —
k 1/271-0-k QUi(t)

’ﬂ'k(x) =

—(t+1)
3. Paso MAP, se estiman los pardmetros de 9,(:+ una vez obtenidas las b, :
' D (t+1) —(t+1) —(t+1)
ShO@ Th @ | [em] | D8 @k
(t+1) _(+1) (+1) ey
—(t++1 t —
b @z Db () B b (2)g(a)
zeX zeX zeX

de donde podemos despejar los valores de M, ¢+Vy B,Et"'l)

4. Calculamos O'< 1)y o, |
—(t41) (o1 1\ 2
7 o\ (t+1) EacGX bk (LL') (9 (33)_ M;SH- )33 — B]g_'_ )>
Uk) L= oD
Z:):EX bk (LE)
(t+1 Z —(t+1
zeX

5. hacemos t = ¢ + 1 ' | /

6. Repetimos los pasos de 2 a 5.

La figura 11 muestra el resultado de aplicar el algoritmo a la imagen ejemplo, despues de
haber sido filtrada y localizados los cruces por cero.
Las ecuaciones encontradas fueron:

yl = (—1.0391) z + 175.3455

y2 = (1.3048) =z — 102.7854
y su punto de interseccién (118.6621, 52.0445).
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coordenadas
~— recta 1
— recta 2
# interseccién

Figura 11: Resultados del algoritmo MPM-MAP
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5 Meétodos de Calibracion

Una vez localizadas las coordenadas en la imagen de los puntos de calibracién, se aplicaron
dos métodos diferentes para realizar la correspondencia entre puntos en cada uno de los
planos. El primero de ellos se basé en encontrar la matriz de proyeccién de un plano al otro,
debido a que intuitivamente serfa lo ideal, si se tuviera la certeza de tener una configuracién
perfecta, sin ningin tipo de error, ya sea en la cdmara, el emisor del rayo léser o el movimiento
perfecto de la mesa de coordenadas.

El segundo de ellos utiliza una red neuronal. La razén de esta decisién fue debido a que
ésta es un buen aproximador universal de cualquier funcién desconocida, ademss que, por
las caracteristicas de la configuracién del digitalizador, no se conocen todos los elementos
que intervienen en él, siendo as{ una opcién excelente esta funcién de mapeo.

5.1 Transformacién de Planos Proyectivos

La relacién que existe entre un punto en el plano del ldser y uno en la imagen, es lo que se
llama una transformacién proyectiva entre dos planos. En ella un punto y su imagen, por
definicién, estdn alineados con un punto llamado ojo de la transformacion que no pertenece
a ninguno de los dos planos. En el caso del digitalizador, un punto fisico correspondiente
al objeto y su proyeccién en el plano de la imagen se encuentran también alineados con el
centro focal F' de la cdmara, por lo que puede entonces modelarse con una transformacion
proyectiva en la cual F es el ojo de la transformacién.

Modelo de la camara.

Esta correspondencia uno a uno entre puntos puede ser representada por una matriz de
3 x 3, cuando se usan coordenadas homogéneas para definir los puntos en la imagen. Asi,

~conociendo la matriz de transformacién que lleva puntos de la imagen al ldser, podemos

conocer la posicién de puntos fisicos del objeto en el plano X, Z (coordenadas de la mesa),
y conociendo ademés el desplazamiento del barrido de éste es posible la reconstruccién
tridimensional.

~ Antes de describir el método que lleva a obtener aproximadamente esta matriz, es nece-
sario introducir algunas definiciones que permitieron después establecer el teorema que de-
muestra su existencia. \ '
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5.1.1 Coordenadas Homogéneés y Plano Proyectivo

Las coordenadas homogéneas son una herramienta analitica de la geometria proyectiva que
permite facilitar el desarrollo de férmulas de transformacién que serfan més complicadas si
se utilizara coordenadas Cartesianas.

Es facil convertir cualquier cualquier punto en coordenada Cartesianas [z,y] a coorde-
nadas homogéneas, simplemente se agrega otra coordenada con valor igual a uno, es decir
[z,7,1]. Como se puede ver, estas coordenadas se encuentran contenidas en lo que es llamado
el plano proyectivo estdndar, que corresponden al plano Euclidiano en R® con z = 1. No es
necesario que el tercer componente de las coordenadas homogéneas sea uno, cualquier punto
con coordenadas [zk, yk, k] puede ser Hevado a este plano proyectlvo estandar al dividir cada
coordenada por k, es decir

[k, yk, k] = [z,y,1]

por lo que puede existir un conjunto de puntos en coordenadas homogéneas que tengan el
mismo punto en este plano proyectivo, por ejemplo:
Sean dos puntos

Q= [mkly yki, kl]

R= [kuJ yk27 k?]

con ky # kg, entonces () = R en el plano proyectivo estandar ya que

[wklu ykla kl] = [x7y3 1]

[Q?kg, yk27 kZ} [IZ: Y, 1]

Por otro lado, existe una clase de puntos llamados puntos ideales contenidos en este
plano. Un punto ideal P = [a,b,0] define una linea [ en el plano z = 1 que pasa por el
origen O (0,0,1) y cuya direccién es P, ver figura 77. A51 [ puede ser definida en forma
paramétrica como

{P, = (at,bt,1) € R*t € R}

donde a, b y 0 son los nimeros directores de [, por lo que para cada ¢,

. 1
K : [at,bt, 1] = {a, b, —t—}
y P es el limite del punto Euclidiano F; sobre [, es decir
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A
Figura 12: Punto ideal en el plano proyectivo estandar

P = lim P, = li_m {a, b, ;J = [a,b,0]
que son las coordenadas homogéneas estdandar de P.
Este punto tiene la caracteristica de ser el punto al que convergen todas las lineas que

son paralelas en plano proyectivo estdndar. Lo anterior se demuestra al definir otra linea m,
la cual se puede describir paramétricamente como

{P; = (at + zo, bt + vo, 1) |t € R}

por lo que tenemos que

P—llmB—llm {a—l—— b-}—yto ﬂ

y P es el limite del punto Euclidiano P; en m cuando t — co.

P =a,b,0]

Finalmente podemos definir que las coordenadas homogéneas estandar de un punto P =
[p1, P2, p3] en el plano proyectivo pueden ser de la forma :
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1. [z,y,1] si P es un punto en el plano Fuclidiano z = 1 cuyas coordenadas Cartesianas.

son (z,y,1).

2. [a,b,0] si P es un punto ideal asociado a todas las lineas en ¢l plano Eucliadiano z = 1
con numeros directores a, b, 0.

- Con estas definiciones podemos entonces decir que,

plano proyectivo = {puntos Euclidianos} U {puntos ideales}

5.1.2 Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva entre Planos

El teorema fundamental de la Geometria Proyectiva[3] para transformaciones entre dos
planos establece lo siguiente:

Sea 7y p dos planos en el espacio proyectivo. Si A, B, C'y D son cuatro puntos distintos’ -
en 7, de los cuales tres de ellos no son colineales, y P, @, R y S son puntos en y, tres de

ellos no colineales, existe una y solo una transformacmn proyectiva de m a u en relacién al
centro de proyecaon E, y por lo tanto deAaP,Ba@,CaRyDals.

Plano 1

Planos proyectivos

Para entender mejor el teorema, a continuacién se describe un ejemplo que ilustra este
teorema y la existencia de una matriz que realiza dicha transformacién.
Dado dos conjuntos de cuatro puntos (en coordenadas homogéneas) en el plano projectivo
, A[1,2,1], B[0,1,2], C[-1,4,2], D[1,1,2] y P[0,1,1], Q[1,1,0], R[L,1,1], 5[0,2,1] de los
cuales tres de ellos no son cohneales la transformacnﬁn proyectiva T’ que lleva AaP,Ba
Q,CaRyDals,
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L — R - - or - 1 2
3 2 -1 0 1 2 3 } 2 : x

Transformacién proyectiva T

se puede encontrar de la siguiente forma:
Sea d el vector correspondiente al punto D, una comb1nac1on lineal de los otros vectores

a, byec.

-1
(1,2,1) +(0,1,2) + ?<—1,4, 2)

wir

d=(1,1,2) =

| Aqui la notacién vectorial < —, —, — >, significa que, un vector < p1,pe, pg > es repre-
sentativo de las coordenadas homogeneas [g1, g2, gs], si se cumple que

B71>P2,p3] = [Qh g2, Q3]

La multiplicacién por la matriz

M, =

[F[ SN PNIV [ N

cuyas columnas se obtienen al multiplicar los vectores a, b y ¢ por los escalares .2/ 3,1y
—1/3 respectivamente, define una transformacion proyectiva T3 del plano proyectivo, para
el cual

T (L) =T ([1,0,0]) = E%-‘;ﬂ 21 =A

Ty(5,) = B(0,1,0) = [0,1,2] = B
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1 -4 -2

T]_(Io) = T]_[0,0, 1] = ':g, ?, ?] = [1, —4,2] == C

donde I, es el punto ideal en la direccién de z, I, el punto ideai en la direccién de y y I, es
el punto origen en el plano proyectivo estandar (en coordenadas homogéneas). Y ya que

(1,1,1) = (1,0,0) + (0, 1,0) + (0,0, 1)

entonces

T (L) =Ti([1,1,1)) =[1,1,2] = D

donde I, es el punto unidad en coordenadas homogéneas. La representacién grafica de esta
transformacion es.

3
3 TI
Ce 2 oA
narl
7 I
1 otu J 1
I > By oD
3 2 1 0 T2 3 3 2 1 0 1o 2 3
1 1t
2 .
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3

Transformacién proyectiva T

La inversa Tl‘ ! de T representada por la matriz

1 3 F
Ml—l:o%l%
1 =2 1

3 3

define la transformacion 77 '(4) = I, Ty (B) = I, T H(C) = L, y Ty YD) = I,
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3 TI-I { .
, Co of o A4
1,
1 I [ Ill I f 1
Ily +«—> Bi °D
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2
X X
1 -1
-2 _2_
-3
-3

Transformacién proyectiva T *

De ld misma forma, se tiene el vector -

6= (0,2,1) =2(0,1,1) + (1,1,0) + (—1)(1, 1, 1)

que es un combinacién lineal de los vectores p, ¢ y 7,y qué la multiplicacién por 1a matriz

01 -1
My=12 1 -1
2 0 -1
define una transformacién proyectiva T3 par la cual T3(I,) = P, Tx(I,) = Q, T»(I,) = R,
Tr(L,) = S.
37 T, 3
N | §2 /Q
B4
1 I o Iu I : P 1 ° R
I «—>
3 2 1 0 1 x 2 3 -3 2 1 0 1 X 2
1 -1
2 . v » v ‘ : 2
-3= | 3

Transformacién proyectiva Tp
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Por lo tanto si T es una transformacién compuesta por T = Ty o T7!, que puede ser

representada por la matriz

01 -1 1 3 # -1 1 1
MyMy=1 2 1 -1 0 3 § )2 1 1 8
2 0 -1 1 32 % 1 4 -2

entonces, T'(A) = P, T(B) =Q, T(C) = R, T(D) = S.
La transformacmn proyectiva completa T entre los dos planos proyectivos puede verse
graficamente como:

T, 3
2
IJ’
1I - L I
I, >
3 2 1 0 1 2 3

Transformacién proyectiva T = T o 77}

5.1.3 Meétodo de Transformacién Proyectiva

En el Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva se demuestra que un transformacién
entre dos planos puede ser realizada por una mattiz de 3 x 3 cuando los puntos en cada plano
se representan en coordenadas homogeneas

De esta manera, si un punto p en el plano de la imagen tiene coordenadas Euclidianas

(#:,9:) y la transformacién proyectiva entre el plano de la imagen y el del léser estd dada
por la matriz:
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mir iz M3
M= ma; M2 T3
mgy M3y 133

entonces, las coordenadas homogéneas de la imagen del punto p en el plano del laser estén
dadas por

mi1 M2 M3 Z;
Mol Moz T3 Yi
mg1 M3z Ma33 1

y sus correspondientes coordenadas Fuclidianas pueden ser calculadas como.

. m1 T + Mgy + Mi3 -
l ==
M3 T + M3y + 33

{

_ mo1 X -+ mMa2ly “+ o3
M31Z + M3zl + ™33

Asi, el método de calibracion puede ser visto como, dado un conjunto de n puntos
aj, @, ..., &y €0 el plano de la imagen y sus correspond1entes puntos by, b, ..., b, en el plano del
l4ser, cuyas coordenadas son conocidas en los dos casos, encontrar la matrlz M que realiza

dicha transformacion.
Las coordenadas en ambos planos son conoada,s por lo que tenemos un conjunto de n

ecuaciones de la forma:
r U s
Ma; =b, parat=1,..,n

donde b tiene la forma (h;b1;, hibas, hi). Por lo que se puede establecer el siguiente conJunto
de ecuaciones. .

apmiy + axmie +mis = hiby
a15Mag1 + QgiMaz + Moz = hib
a1;ma1 + agiMss +maz = Ay

o equivalentemente si se substituye h;

a1smi1 + agimag + myz — (@gma; + agmsg +ma3) by = 0
@1iMa1 + AgiMigg + Moz — (a1:m31 + agiMmaz + ms3) by = 0
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estas i i ici
expresiones pueden ser escritas en forma matricial para lo n puntos, de la forma,

an a
51 021 é 0 0 0 —aubn =—agby —by myq
) ; ann azn 1 —apby  —agby —by mio
a
012 82 : 0 0 0 —apbiy —anby —by mas
@iz G2 1 —aiabyp  —agobyy  —byy Moy
Moo =0
Ma3
| ‘ . . . . ms1
a, a
(]577. (Z)n é 0 0 0 _alnbln -a2nbln *bln ‘M3
Qn Qon 1 —ainby, —agnby, —boy, m33

que es un sistema de ecuaciones de la forma Am = 0
- ° ’

y puede ser resuelto de la siguiente manera.
Ya que la norma de la solucién de un sistema

que para n > 4 estd sobredeterminado

| Aml]* = (Am)TAm = mTATAm

sujeta a la restriccién

me=1

Introduciendo los multiplicad ‘
O 2 : e
grangeano: P res de Lagrange, ésto es equivalente a minimizar el La-

£(A) =mTATAm — X (mTm — 1)
Derivando con respecto a m e igualando a cero, queda

ATAm = m

El significado de esta ecuacién es que el multiplicador A corresponde a un valor propio

de ATA y la solucién m = e :
= e, su vector propio. Al stie AT .
el Lagrangeano, se obtiene, prop substituir AT Am por ey y m por eyen
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homogéneo de ecuaciones es arbitraria, se -

£() = mThes—dmley+ X
£0) = A

Por lo tanto, el minimo se encuentra cuando A es igual a cero, lo que significa que su
vector e, serd el que, una vez escrito en forma de matriz cuadrada de 3 X 3, s¢ tomard como

el que realice la transformacién proyectiva entre los dos planos.

5.2 Redes Neuronales

Este método se basa en el paradigma de Redes Neuronales, su uso préactico se debe al hecho
de ser un aproximador universal de funciones, desconocidas o dificiles de modelar, siendo
ésta la principal caracteristica aprovechada en el presente trabajo. '

Ya se menciond que existen una serie de elementos involucrados en la configuracién del
digitalizador tridimensional, los cuales son desconocidos y/o dificiles de representar, tales
como la aberracién del lente, los ejes de la mesa de coordenadas no estén totalmente per-
pendiculares, etc., y ya que el método de Transformacion Proyectiva no los contempla en su
modelo matematico, el uso de una red neuronal es una buena alternativa de calibracién.

La descripcién de la red utilizada, asf como su topologia, el algoritmo de aprendizaje y

su funcionamiento se detallan en seguida.

5.2.1 Redes Neuronales de Doé Capas

Este clase de red ha demostrado su importancia en aplicaciones précticas y un consider-
able nimero de articulos describen y demuestran sus propiedades, por lo que es importante

" entender su estructura y funcionamiento.

- Lo primero a definir es su topologfa, figura (13),ya que a través de ella se caracteriza
el tipo de aprendizaje y su funcionamiento. Su descripcion grafica y su explicacién es la
sigulente, : 4 | ,

Consta de una capa de entrada compuesta de n elementos, llamados neuronas, cuyo fun-
cionamiento es distribuir a cada neurona. de la capa oculta su valor z; de entrada multiplicado
por los pesos wfjl )que une el elemento de entrada ¢ con la neurona oculta j, el superindice
(1) representa los pesos de esta primera cdpa. La funcién de transferencia f, que por lo

general es igual en las neuronas de la misma capa, es evaluada con la integracién de los

datos de entrada a la neurona, es decir. f <ZZ’=+11 wfjl ):ci) . Fl bias es un umbral que permite,

dependiendo del tipo de funcién f, exitar o activar la neurona. ‘
Originalmente cada neurona fue llamada perceptrén, y su funcién de activacién era la

funcion escalén, .

f(z) = {1, siz> 0 (bl’as).

0, de otra forma

este umbral estd representado como el peso Wnt1, ¥ €l valor zn4; es siempre igual a uno, de
tal forma que pueda ser substituida por la funcién escalén cuyo umbral sea cero,
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Capa de Entrada Capa Oculta Capa de Salida

Figura 13: Red Neuronal de dos capas.

N l,siz>0 G 1) 1)
f o) = { 0, de otra forma P¥ %= Zwiﬂ' Ti ™ Wnyj
_ ' =1

El algoritm’o de Propagacion Hacia Atrds, explicado més adelante, sirve para encontrar
los pesos w;; que permiten a la red interpolar préacticamente cualquier funcién. Est4 basado
en descenso de gradiente, por lo que la funcién escalén es substituida por una sigmoide o

tangente h;’perbélica, segln sea el caso, y es ésta la que generalmente es usada en la capa

oculta.
.De igual forma, la salida de cada neurona de la capa oculta es transferida a la capa de

salida, después de haber sido multiplicada por el peso correspondiente. '
Finalmente la funcién de activacién de la capa de salida, que puede ser de cualquier tipo

dep'endiendo de la aplicacién, proporciona el paso final del mapeo de los valores de entrada
n-dimensional a los m-dimensional de salida. ‘

Ha habido mucha investigacién referente a esta clase de red y se ha demostrado que
puede aproximar en forma-adecuada cualquier funcién de un espacio n-dimensional finito a
otro, si se proporciona el nimero adecuado de neuronas ocultas. '

5.2.2  Algoritmo de Propagacién Hacia Atras

El algoritmo presentado aqui se basa en un enfoque gréfico[5], el cual se reduce a un problema
de etiquetar un grafo. Este método no solo es mds facil de visualizar, sino que puede ser

. eficientemente implantado.

El algoritmo de Propagacion Hacia Atrds busca el minimo de una funcién de error en el
espacio de pesos w;, usando el método de descenso de gradiente. El procedimiento de ajustar
los pesos es considerado el proceso de aprendizaje de la red neuronal. Ya que es necesario el
cdlculo del gradiente de la funcién de error, se debe garantizar que ésta sea derivable, por lo
que las funciones de activacién utilizadas deben tener dicha propiedad. Una de las funciones
més usadas para este propdsito es la sigmoide, definida por la expresion,

1

)=

La constante ¢ controla la forma de la funcién. La figura siguiente muestra su apariencia
para diferentes valor de ¢, c = 1, ¢ = 2, ¢ = 3. Para ¢ = oo, la sigmoide converge a la funcién
escalén en el origen. '

0.8

0.6

-4 2 0 2 4
X

Sigmoide para c=1, c=2y ¢=3

La derivada de esta funcién con respecto a z estd dada por

dS(z) e ‘__ 21— S ()
= e = S@ - S@)

El Proceso de Aprendizaje de la Red. Las redes neuronales de esta clase necesitan
ajustar los pesos entre sus elementos para poder interpolar en forma adecuada la funcion
deseada, que como ya se dijo se realiza minimizando una funcién de error en el espacio de
pesos. De hecho la red es la implantacién de una cadena de composicién de funciones que
transforma un vector de entrada a uno de salida, dicha composicién es llamada la funcién
de red. : ‘

La red debe entonces tratar que la funcién de la red ¢ se aproxime lo més posible a la
funcién real f, la cual no ha sido dada explicitamente y que solamente conocemos a través
de algunos ejemplos.




===

La aproximacién entre funciones se logra encontrando la combinacién 6ptima de pesos
w;;, lo cual se conoce como el problema de Aprendizaje de la Red. '

El proceso de aprendizaje se lleva a cabo presentando a la red un conjunto de datos
de entrenamiento {(x1;t1), ... (Xp,t,)} que consiste de p pares ordenados de vectores de

n y m dimensiones que son llamados los patrones de entrada y salida. Supongamos que.

las funciones en cada nodo son continuas y diferenciables y que los pesos son seleccionados
en forma aleatoria. En cada nodo.de la capa de salida, después de atravesar la red un
patrén de entrada por la capa oculta, se obtiene un valor de salida o;, que por lo general
es diferente al patrén deseado t;, paso llamado feed-forward. El objetivo del algoritmo es
entonces minimizar la funcién de error de la red, definida como,

1< )
E:§;Hoq_tq”

\

Después de lograr dicha minimizacién, se espera que cualquier entrada desconocida sea.
interpolada adecuadamente por la red. '

El algoritmo de propagacién hacia atrds,busca precisamente un minimo local para la
funcién de error. La manera en que lo realiza es ajustando los pesos por medio de un
proceso iterativo que calcula el gradiente.

El primer paso para la minimizacién es extender la red neuronal con nodos que calculen
el error en cada unidad de salida, como se ilustra a continuacion.

Capa de Entrada Capa Oculta Capade Salida

Figura 14: Extensién de la Red con Nodos de Célculo de Error -
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2
. . . 2 ‘
Cada neurona de salida es conectada a un nodo que evalda la funcién % (og. ) _ tj) ,

donde t; es el patrén j para la j-ésima neurona de salida, cuyo vaIOr es 05-2). Posteriormente
se acumula el error de cada patrén en E = E1, Es, ..., E,, que es la funcién de error. -

~ El proceso de aprendizaje busca ahora minimizar F, usando un. proceso iterativo de
descenso de gradiente, para el cual es necesario calcular, '

— (6}3 o8 8E>

8w1 ’ 8w2 ’ 8wl

Cada peso es luego actualizado con

ok
Aw; = —y——.para t=.1..1
821)%-
donde ~ es la constante de aprendizaje y es el pardmetro que define la longitud del paso
en la direccién del gradiente negativo. Bajo esta idea, se espera que se encuentre el minimo
de E cuando VE = 0.

Diagramas B para el Algoritmo de Propagacién Hacia Atrds. La derivada parcial
del error con respecto a los pesos de la capa de salida es directa, como se verd més adelante,
pero en cambio con respecto a la capa oculta es mds compleja, debido a que existe una
composicién de funciones, debido a las conexiones que existen entre los nodos en las diferentes
capas, por lo que hay que aplicar sucesivamente la regla de la cadena. ‘

Una manera.de realizar estos célculos y reflejarlos en la estructura de la red es por medio
de los diagramas B[5]. Cada neurona en la red estd dividida en dos partes, la parte izquierda
evaltia la derivada parcial f de la funcién, tomando como argumento la entrada a la unidad
v la parte derecha la evaluacién de la funcién f. 4 '

" B-Nodo

La red es evaluada en dos pasos: en el primero de ellos, tanto la derivada como la funcién
son evaluadas cuando la informacién fluye de izquierda a derecha, ambos resultados son
almacenados en cada nodo, pero solo la parte derecha es trasmitida a la siguiente capa de
la red. La parte izquierda de los nodos es utilizada después en el paso de propagacién hacia
atrés, el segundo paso, que ayudard a calcular las derivadas parciales del error con respecto
a los pesos.
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Dentro de la red existen dos tipos diferentes de conexiones: entre las capas, las cuales

 tienen diferente composicién de funciones, es decir la manera en que se van calculando las

derivadas parciales. La primera de ellas ocurre entre la capa de salida y los nodos de céleulo
de error en la red neuronal extendida, figura 14. Cuando la informacién fluye hacia adelante

(feed forwqrd) cada nodo calcula la composicién de funciones representada en el siguiente
diagrama B. '

composicion de funcién

!

X \G f(g&)

Resultado de Feed-Forward.

Sex)

En el paso de propagaéién hacia atrés (backpropagation) la entrada a la red es la constante
uno. Ahora el flujo de informacién va de derecha a izquierda y la informacién que llega a
cada nodo es multiplicada por la parte izquierda de éste, como se indica a continuacidn.

P backpropagation

f’(g(X))g;G | @: |

Propagacién Hacia Atrés.

Se puede visualizar la propagacion hacia atrds como un forma de implantacién de la regla
de la cadena. :

El segundo tipo de composicién es la funcion adicion. En este caso la funcién en el nodo
es la adicién de dos o m4s funciones que provienen de la capa anterior, en la red de dos capas
se presenta tanto en la capa oculta como en la de salida. Par mostrar gréficamente este caso

solo se consideraron dos entradas. El flujo correspondiente hacia adelante como hacia atras
es el siguiente:
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composicion de funcion

S04/

Adicién de funciones

backpropagation

<l

76 ()

Propagaciéna Hacia Atrds

En esta tltima figura se muestra que el paso de propagacién hacia atrés calcula la derivada
de (f1 + f2) evaluada en z.

Api'endizaje de la Red Usando Propagacién Hacia Atrds. Hasta ahora hemos con-
siderado las derivadas parciales con respecto a la informacién que entra a cada nodo, pero

en el caso de la red neuronal cada unidad evalia su funcién con respecto al valor wg;0;, para

poder asf propagar hacia adelante la informacién necesaria, y a su vez cal_cula la derllvalda
con respecto a este valor, es decir E/0 (wy;0;). Debido a que lo que se necesita para ca ;u ar
el gradiente es F/dw;; y ya que se puede considerar o; como una constante, la derivada se

puede calcular como,
OF ok

8’1.02']' - Oiﬁ ('UJijOi)

De tal forma que también es necesario almacenar en cada nodo la salida correspondiente
0; para poder implantar completamente las derivadas parciales.
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Asf el algoritmo completo de propagacién hacia atris serfa el 51gu1ente
Algomtmo 3 Aprendzzaje Usando Propagacidn Hacia Atms
1. Propagacién Hacia Adelante

El vector x es presentado a la red. Los vectores o) y 0% son calculados y almacenados.
Las derivadas y las funciones de activacién son evaluadas y almacenadas en cada neurona.

2. Propagacién Hacia Atrés

Las derivadas parciales del error con respecto a los pesos de las neuronas de salida se
pueden calcular recorriendo la red en sentido de derecha a 1zquierda, dando como entrada el

valor de uno a lared. La ruta de propagacién hacia atrds se muestra en el siguiente dzagmma
B.

P backpropagation

1/2(0, @12

error cuadratico del
Jj-ésimo componente

i-ésima unidad oculta
J-ésima unidad de salida

Propagacién Hacia Atrds de la capa de salida.

Multiplicando los términos que se encuentran en la ruta de propagacion hacia atrés y si
definimos

@ _ @ (2) (2
5j = 0; (l—oj ) (oj —tj)

como el error de propagacién hacia atrés, entonces la derivada parcial del error con
respecto a w;; es

oE _ 051)5(-2)
8wz~j J

En el caso de las derivadas parciales con respecto a los pesos que van de la capa de entrada
a la oculta son un poco mds complejas, pero recordando.la composmlén de una funcién de
adicién se tiene que la ruta a seguir es la siguiente.
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backpropagation

iésima entrada

jésima unidad oculta

error de propagacion
hacia atras

Propagacién Hacia Atréds de la capa oculta.

y definiendo el error de propagacién hacia atrds para las gnidades ocultas como

1 (1) (2 5(2)
5(1 ( ) 3o 0. .

Entonces la derivada parcial es

3. Ajuste de Pesos

direccién negativa del gradiente. Una constante de aprendizaje -y es definida como la longitud
de paso a seguir en dicha direccién. La modificacion en los pesos se realiza mediante.

Aw?D = —4oM8? parai=1,..k+1;j=1,..,m

47

Ya teniendo las derivadas ‘parciales, lo que resta por hacer es ajustar los pesos en la




Awg) = —fy:z:iégl) parai=1,...,n+1;7=1,... .k

)Es comun tener méds de un patrén de entrenamiento para la red, por lo que cada peso
tendran diferentes ajustes por cada uno de ellos y la correcién final seria

Awf = A + Agw + o+ Ayl

Que es la correcién exacta siguiendo la direccién negativa del gradiente, conocida como
ajuste en lote (batch).
| Por otro lado el ajuste en linea tiene la ventaja de agregar algin tipo de ruido en la
direccién del gradiente, lo que evita caer en un minimo local de la funcién de error.

5.2.3 Minimos Cuadrados Né Linéales

El algoritmo de Propagacion Hacia Atrds busca minimizar la funcién de error utilizando
descenso de gradiente. Esta busqueda suele ser muy lenta principalmente cuando un minimo
en la funcién objetivo se encuentra en un valle angosto, lo que conduce a una gran cantidad
de oscilaciones hasta encontrar el valor minimo, como lo muestra la figura 15.

trayectoria de
busqueda

== "

Ws

Figura 15: Descenso de Gradiente.

Por otra parte el método es aplicable para cualquier clase de flmciénibbjetivo. Sin
embargo hay ocasiones en que es posible utilizar métodos m4s eficientes debido a que la
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funcién objetivo tiene una forma especial, y este es el caso de la funcién de error de la red
neuronal propuesta en este trabajo, que es del tipo,

- ijz (x) | (11)

La minimizacién de dicha funcién es llamada Minimos Cuadrados No Lineales[6] y existen
métodos adecuados para resolverlos. Entre ellos existe uno facil de implantar, ademds de ser
répido y eficiente, denominado Levenberg-Marquardt, debido a sus creadores, pero antes de
describir este algoritmo y como fue utilizado en la red neuronal, es necesario explicar algunos
conceptos importantes para su entendimiento.

Derivadas de la Suma de Cuadrados de Funciones. Es importante para el método
poder calcular el vector gradiente y de la matriz Hessiana. La primeras derivadas parciales
de la funcién (11) con respecto a z; estdn dadas por

 Si definimos la matriz Jacobiana como

of Sf

Oz1 i T Oz m
J =
Ofm Ofm

6z1 8$n

entonces el vector gradiente puede ser escrito como

0(0) = 2J7 (%) § ()

Ahora, diferenciando (12) con respe,ctoba z), obtenemos el kj-ésimo elemento de la matriz
Hessiana:

B o, 0f: , .
=2 Z {8$k ax] axk&cj }
Si definimos como T; la matriz Hessiana para f;
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T; (X) = szz’

entonces la matriz Hessiana completa de E (x) es

G () =27 () T (x)+ 23 (9T ()

i=1

Si ademds se define

SE=D FHTE

se tiene que

G (x) =2J7 (%) J (x) + 25 (x)

Meétodo de Newton. En el método de Newton se considera que la funcién a minimizar
puedg ser considerada a una cuadrética en las proximidades de un punto dado zx por lo que
la serie de Taylor puede proporcionar el gradiente de la funcién en z.; = z, + pr como

Gr+1 = g (T + i) = gk + Gop

ya que la derivadas de mas alto orden son cero. Si Tr41 fuera un mmimo de la funcién
s : ’
entonces g1 serfa igual a cero y py seria

P =—G g . | (13)

En las funciones que no son cuadréticas en z + 7y no se encontrars por lo general un
minimo, por lo que es necesario realizar estos célculos iterativamente.

Ahora, bajo este mismo razonamiento ¥ tomando en cuenta las derivadas de las funciones
desarrolladas en la seccién anterior, tenemos que

(JETe+Se)pe=—JF fi (14)

Tr+1 = Tk + Pk

El principal problema de aplicar el método de Newton es el cdlculo de S (x), ya que la otra
parte que forma la matriz Hessiana involucra solamente las primeras derivadas. Tratando

de ey1tar estos costosos célculos, fue lo que dio origen a otros métodos especializados en
minimos cuadrados no lineales.
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El Método de Gauss-Newton. Refiriéndose a la ecuacién (14), en este método se ignora
tal término S;. La justificacién a esta idea es debida a que entre més f (x) — 0 cuando
z — z* también S (z) — 0, por lo que una buena aproximacién de la matriz Hessiana es

JE Tk = —J; f

Otra caracteristica del método es que JZ Ji. es al menos semipositiva definida, por lo que
casi siempre es posible de invertir.

Bajo estos argumentos hay que mencionar que los posibles problemas en los que se puede
incurrir en este método es que la matriz JJ7 sea singular, ademds que si E (z*) es substan-
cialmente mayor que cero el método tenders a converger muy lentamente. Este tltimo caso
es conocido como el de los grandes residuos.

El Método Levenberg Marquardt. © Una manera de solventar el problema de la singu-
laridad de la matriz JT Ji es utilizando este método. La ecuacién (14) es modificada para
obtener ‘ ' ‘ "

(J]?Jk +#(cI) pr=—JL fe

donde p, es un escalar e I la matriz identidad de orden n. Para valores grandes de u, la
matriz (J,%’w Je + ppd ) es positiva definida y px es entonces una direccién de descenso debido
a (13). Mientras 2y — z* se requiere que p;, — 0 de tal manera que el método adquiera
el comportamiento del de Gauss-Newton. ' |

Mientras g, — 00, u,] domina a JT Ji, haciendo que pr = (1) " JE fi represente un
paso infinitesimal el la direccién de descenso de gradiente. Por otro lado si p, = 0, pi repre-
senta un tamafo de paso suficientemente largo en la direccién de méximo descenso. Dentro
de estos dos extremos, se tiene entonces la posibilidad de tener una razén de convergencia
adecuada que permita al método encontrar un minimo en un tiempo relativamente corto.

Originalmente el método propuesto por Levenberg, escogfa una y, en cada iteracién, lo
que llevaba a, primero a buscar un valor adecuado de y; y segundo a resolvér cada vez el
sistema (JZJi + ppd) pr = —J¥ fx, que ya en la practica era costoso. .

" Marquardt (1963) mejord la eficiencia del algoritmo al establecer una estrategia para

seleccionar los valores de p,. Inicialmente se escoge un valor positivo para uy y un factor

v > 1 con el cual p, serd incrementado o decrementado. Al principio el valor de y; es
reducido por un factor v con la finalidad de obligar al algoritmo a tener un comportamiento
como el de Gauss-Newton. Si esto falla en reducir el valor de la funcién objetivo, el valor de
Ly, €s incerementado sucesivamente por un factor v hasta obtener una reduccién.

Algoritmo 4 Levenberg-Marquardt

Xo =valor inicial

/J/O=0.01
v=10
k=0
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Repite
P = py/V
Repite
Resuelve (JLJy + wI) pr = —JTE,
Xk+1 = Xk + Pk
St B (xp41) > E (xx) entonces y, = pv
Hasta E (Xgy1) < E(xz) 0 1y > (valor méximo de p)
e+l = Mg
k=k+1
Hasta ||23Ff|| < (valor minimo del gradiente) o u, > (valor maximo de ©)

Implantacién de Levenberg-Marquardt a la Red Neuronal de Dos Capas. Aplicar
el método de Levenberg-Marquardt para la red neuronal de dos capas requiere modificar la
estructura de los B-nodos utilizados en la Propagacion Hacia Atrds. La razén principal de
este cambio se debe a que ahora la funcién a minimizar toma en cuenta las salidas 03(.2) de

todas las neuronas para cada patrén tJ(Q) de los p patrones, considerados para el proceso de -

aprendizaje con el fin de poder construir adecuadamente la matriz Jacobiana, necesaria para
la aplicacién del método, es decir, la funcién de error es ahora definida como,

1 m ( 2
- = )
E= 2 Z (f j )
g=1 j=1
con
@ _ @ @
iV =07 —t,
vy cuya matriz J es
(1) (1) @ BT
[ol e e o
8w111 Gwn?n‘ awlll ‘ awk_liu
L7 SO, CIN-); SO/ O
1 1 P 5
aw:(u) 5w£_?_12 ngz) 6w£_212
J = ) ) ) :
ofl) . e afh gl
[ dup, Oy OwE) iy
o8P . o o . o
8w§2 6w1(11_£1m 8w§2 awgzlm |

La modificacién en los B-nodos y en la ruta de Propagacién Hacia Atrds, para el cdlculo
de estas derivadas se muestra en las siguientes gréficas.
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A

backpropagation

‘j-ésima unidad oculta

j-ésima funcién de error

: )
Derivada parcial con respecto a los pesos w;;

j-ésima unidad de salida

backpropagation

<
<«

j-ésima unidad oculta

j-ésima funcién de error

j-ésima unidad de salida

: ' )
Derivada parcial con respecto a los pesos w;;

Si déﬁnilx}os

2 2) 2)
5§)=0§- (1foj )

entonces las expresiones correspondientes a las derivadas parciales de los pesos de la capa
oculta a la de salida, siguiendo la ruta de propagacién hacia atrés es

f
t

@ _ 49

_ (@ (1)
duw? =60
ij

En cuanto a derivadas parciales de los pesos de la capa de entrada a la oculta son

0(o 1) s
_;—W— = 65. )ng)og ) (1 —0; ) T
wij X .
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El algoritmo completo para utilizar el método Levenberg-Marquardt para minimizar la
funcién de error ests, compuesto de dos partes, la primera para calcular la matriz Jacobiana,

y la segunda el algoritmo que la utiliza. '

Algoritmo 5 Cdlculo de la Matriz Jacobiana para el Algoritmo Levenberg-Marquardt para
Red Neuronal de Dos Capas

- 1. Para cada patrén ¢ =1..p

2. Propaga-Hacia-Adelante

El vector x(f’) es presentado a la red. Los vectores oj(-l) y 05-2) son calculados y almacenados
para cada patrén g. Las derivadas y las funciones de activacién son evaluadas y almacenadas
en cada neurona.

3. Propagacién Hacia Atrés

Las derivadas parciales del error con respecto a los pesos de las neuronas de salida se
calculan, como ya fue indicado. '

@ _ @ 2
6j = 0; (1—0§))

(2 _ 40
0 (Oj -t )

ow?

i

_ 5§2)O§1)
Y para los pesos de la capa de entrada a la oculta.

9 (o@) — t(-Q)>
J 7
—_— " 7 5(.2)@0@)0(.1) (]_ — 0(.1)> .
; wy T
4. Se calcula el error y se almacenan las derivadas parciales en la matriz Jacobiana.

Para cada neurona de salida y para cada patrén se calcula

fj(q) - 0§2) . tj(ﬂ)

Y en cada renglén de la matriz J se almacenan la derivadas parciales de f @, como ya
fue indicado. ’

" 5. Calculamos Je = JTf.

Donde f es €l vector cuyos elementos son fj@, para cada patrén ¢ y cada salida 7-
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Algoritmo 6 Levenberg-Marquardt para Red Neuronal de Dos Capas

1. Valores Iniciales

wg =valor inicial de los pesos

/’LO = 0.0].
v =10

k=0
2. Se calcula J y Je con el algoritmo anterior.

3. Repite hasta ||2Je|| < (valor minimo del gradiente) o g, > (valor maximo de W) o

§=1 Z§=1 (0§-2) - tj> > (valor minimo de error)

Hi = Pe/V
Repite _
Resuelve (JTJx + pel) pr = —Je

Wi+l = Wi + Pk '

Si E (za1) > E (zx) entonces py = [V
Hasta E (zx41) < E (zx) 0y > (valor méximo de p)
Actualiza los w® y w® con wgyi. ‘
Se calcula J iy Je :

HFrs1 = Mk
k=k+1

5.2.4 Comparacién de Algoritmos de Aprendizaje

Con el propésito de comprobar la rapidez de aprendizaje de la red neuronal al utilizar el
algoritmo anteriormente descrito, se realizé una comparacién con otros dos métodos.

Un algoritmo con el cual se:comparé es el tradicional Descenso de Gradiente, el otro
método utilizado se denomina QRprop[5]. Este algoritmo. trabaja con dos estrategias, de-
pendiendo de los valores que vaya tomando el gradiente en cada iteracién. En la primera de
ellas, la idea principal es ajustar los pesos w; utilizando solamente una tasa de aprendizaje
7§’°> individual en cada iteracién k, que depende del signo de la derivada parcial de la funcién

de error con respecto a cada uno de los pesos w; en dos iteraciones sucesivas, es decir, s

V,E® .V, E*1 > 0, donde V;E®) es el i-ésimo componente del vector gradiente en la
k-ésima iteracién, se trata de avanzar rdpidamente en esa direccidn, ya que indica que un
minimo local se encuentra més adelante. =

Por otro lado, segunda estrategia , si V,E® . V;E¢~1) < 0, se debe a que un minimo
local se ha dejado atras en la direccién w;, ya que ha cambiado de signo del gradiente, o que
se ha llegado a un mfnimo local al tener un valor de cero, también en esa misma direccidn.
En ambos casos se encuentra cerca un minimo local y el algoritmo realiza una aproximacion
cuadrética del gradiente con respecto a la funcién de error en esa direccién.

El algoritmo se puede resumir en los siguientes pasos:
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Algoritmo 7 QRprop
1. Actualizacién de las tasas de aprendizaje individuales

Si V,E®) ., E®=1) = ( entoces
Si Vi:E® £, E%*2 entonces

v, E)
V;ER -V, E*-2)

)

min (u . 75’6“”, fymax> 51 V. E® .y, EED 5
’Yz@ = 7“‘” si V,E® . v, FE-1 <0

1

max (Qi 9, ymin) si ViE® - VECD = g

%

g; = max (d, min (1—14, ]
Sino
g; =

Q|-

2. Actualizacién de pesos

CE wz(k) - %(k) - sign (V.E®) si V,E® . v,E¢-1) > ¢
z wz'(k) | de otra forma /

"8 V;E® . V,Ek-1) < 0 entonces hacer V;E®) =0

Las constantes u y d generalmente satisfacen v > 1y d < 1. Los valores ymin y -y max
sirven para evitar grandes oscilaciones en los pesos, y cuyos valores son dados de antemano.
- La comparacién se realizo con una red neuronal compuesta por dos neuronas de entrada,
dos de salida y tres ocultas. El nimero de patrones presentados a la red fue de 150 y se
utilizé como funcién de error de la red la suma de los errores cuadraticos de cada neurona
de salida. Los resultados obtenidos se muestran en la gréfica de la figura 16.
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—— Descenso de Gradiente
--- QRprop
— Levenberg-Marquardt

Figura 16: Comparacién de métodos de aprendizaje.

6 EXperimentos

Los primeros experimentos realizados fueron con el objetivo de medir la exactitud del digi-
talizador con respecto a los dos métodos de calibracién propuestos, la matriz de proyeccién y
la red neuronal. Para esto se realizé la calibracién con 150 puntos, cuyas coordenadas fueron
seleccionadas en forma aleatoria, dentro de una superficie de aproximadamente 9 X 5 cm.
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; ' o - ‘ C - Posteriormente, se tomaron otros 150 puntos de prueba, también con coordenadas cono-
:' ‘ . Yom(enX) - ' cidas y seleccionados ‘en forma aleatoria dentro de la misma é4rea, los cuales fueron usados
P < — e, 2 ’
: para comprobar la precisién de los métodos. .
< Los resultados obtenidos, tanto para el eje X, como para el Z se muestran a continuacién:
<
< < X<
\‘ | < < < & Error en X
g Plano del laser | | < 3
?l ' < g
L “? < < @
Fiod
L <
; <

Superficie de calibracién y de prueba

Los pardmetros de entrenamiento de la red neuronal utilizada en este experimento fueron:
dos entradas, tres neuronas en la capa oculta y dos salidas.

x( ldser)

(imagen)

y (imagen)

Error en X

006+ —

z(ltiser)

0.05—+

g bias

Figura 17: Estructura de la red neuronal

‘ Como puede observarse en la figura 17, las entradas a la red neuronal fueron las coorde-
; i nadas de los subpixeles de las imagenes de los puntos de calibracién y las salidas fueron las
B coordenadas, conocidas, en el plano del laser (X, Z) de estos mismos. El tiempo transcurrido _ :
en el entrenamiento fue de aproximadamente doce minutos en 5000 épocas, una época es Puntos
una iteracion en la cual todo el conjunto de patrones de entrada y de salida son presentados
a la red para su entrenamiento. La sumatoria del error cuadrstico obtenido al: final- de este
proceso fue de 5.8686e-03 cm. ’

Error en la coordenada X, red neuronal.
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Emnror de la Matiiz de Proyeccion
SO

~

Puntos

Exrror en la coordenada Z, matriz de proyeccién.

Las gréficas anteriores, muestran respectivamente el error, en centimetros, incurrido en
cada punto de prueba y el error cuadrético de cada método al calcular la coordenadas X, Z.

Otro experimento que se realizé, también con el objetivo de comprobar la precisién,
fue digitalizar una pirdmide de base cuadrada, previamente calibrada con una méquina de
medicién por coordenadas. :
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Piramide Real

De acuerdo a las especificaciones proveidas de la figura, se pudo hacer la comparac:mn de
la altura y la distancia entre dos rectas de la base, el ancho.

Plano Posterior

Altura

PlanoAnterior Plano de la Base

Elementos a comparar

La comparacién se realizo utilizando los dos métodos de calibracién menc1onados, v los

resultados fueron:
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Comparaci6n de Mediciones entre Maquina de Medicién de Coordenadas y
El Modelo Propuesto Utilizando Matriz de Proyecciones

Altura: 4.

Altura: Valor Nominal: 4.85, Valor Real 4.806, Valor Medido 4.8235, Desviacion: 0.0175
Ancho: Valor Nominal: 8.95, Valor Real 8.947, Valor Medido 9.0942, Desviacién: 0.1472

Mediciones en cm

Figura 34.- Digitalizacién con la Matriz de Proyeccién

Para el caso de la Red Neuronal, se entrené con las siguientes especificaciones.

atlas con Levenberg Marquard

Error de Convergencia
U.OD2D-F

0.0015+

B8.00104

0.0000 *
182 183 184 186 187 188 189 191 192

Tiempo

Estructura y Error de Converegncia de la Red Neuronal

La figura muestra el Error Cuadrdtico, el mimero de épocas y el tiempo que tardé la red

para alcanzar estos valores.

Los resultados obtenidos al utilizar la red neuronal en la digitalizaciéri fueron los sigu-

ientes.

Comparacién de Mediciones entre Maquina de Medicién de Coordenadas y
El Modelo Propuesto Utilizando la Red Neuronal

Altura: Valor Nominal: 4.85, Valor Real 4.806, Valor Medido 4.8441, Desviacion: 0.0381
Ancho: Valor Nominal: 8.95, Valor Real 8.947, Valor Medido 9.0959, Desviacion: 0.1489

Mediciones en cm

Digitalizacién con la Red Neuronal

En ambos métodos, las mediciones se obtuvieron; para el casc de la altura, con la diferen-
cia entre el valor més alto y el mas bajo en X y para la distancia entre dos de las rectas que
forma la base, se midié utilizando las intersecciones de los planos Plano Posterior y Plano
Anterior con el Plano de la Base, cuyas ecuaciones fueron calculadas utilizando[7].

Finalmente se hicieron otras digitalizaciones como prueba, pero solamente se muestra

una como ejemplo.




Reconstruida Interpolando la Superficie

Estas figuras corresponden a una cara hecha de plastilina; la primera de ellas fue re-
construida con un programa de trazo de rayos, en el que se puede indicar posicién de la
cdmara, luminosidad y textura, la segunda es simplemente utilizando todos los puntos de la
digitalizacién e interpolando superficies entre ellos.
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7 Conclusiones

En esta parte de la tesis, se tratard de llegar a algunas conclusiones acerca de los resultados
obtenidos en los experimentos, asf como el trabajo futuro que permita experimentar y por
1o tanto conocer més el comportamiento del digitalizador, principalmente en la red neuronal
como método de calibracién. Pero antes de comenzar estas explicaciones, es conveniente
decir que todo el conocimiento necesario para llevar a cabo este trabajo fue proporcionado
por los cursos impartidos en la maestria y/o por la orientacién de los investigadores del 4rea

de cémputo del CIMAT.

7.1 Resultados

Los resultados significativos obtenido en la seccién Ezperimentos, se pueden dividir en los
siguientes puritos: '

1. Ellerror cuadrético obtenido por los dos métodos de calibracién al calcular las coorde-
nadas de los puntos de prueba, se encuentra en el orden de décimas de milimetro en
la coordenada X, del plano del ldser, y de centésimas de milimetro en la coordenada
Z, lo que significa dos cosas; que la deteccién de lineas utilizando filtros de Gabor,
asf como la aplicacién del algoritmo MPM-MAP mejoraron la precisién de la digital-
izacién al obtener coordenadas en la imagen a nivel subpixel y, segundo,.que los dos
métodos reflejan adecuadamente el modelo fisico que interviene en la reconstruccion

tridimensional.

9. Una caracteristica importante, también relacionada con los filtros de Gabor y el al-
goritmo MPM-MAP fue su robustés al ruido; los filtros, por un lado, son robustos al
ruido que se pudiera tener en las imagenes obtenidas de las lineas proyectadas por el
rayo léser, ya sea sobre el prisma utilizado en la calibracién, como en la digitalizacién,
repercutiendo en forma definitiva en la precisién del dispositivo, por otro lado el algo-

. ritmo MPM-MAP estimé en forma adecuada las rectas que sirvieron para ubicar las
coordenadas de los puntos de calibracién, a pesar de la desviacién de las coordenadas
de los puntos en la imagen con respecto a los-puntos que idealmente formaban las
rectas al pasar el rayo por un canto de la pirdmide, mejorando también la precision.

3. El hecho de que, el error cuadrético obtenido al aplicar la red neuronal a los puntos de
prueba no mejora en forma significativa el error incurrido por la matriz de proyeccion,
no importando el nimero de épocas con que se entrenara la red, aunado a que las
gréficas de error de los dos métodos siguen, casi en forma idéntica, el mismo patrdn,
muestra que el modelo fisico de la cdmara, para las dimensiones de la superficie del
plano ldser en el que se realizé el experimento, se acerca en forma definitiva al modelo
de cémara obscura, llamado pinhole el cual significa que solamente un rayo proveniente
de cualquier punto puede entrar a la cdmara por un diminuto agujero, creando una
correspondencia uno a uno entre puntos visibles, rayos, y puntos en la imagen,
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rayo

/
/e{p ertura de la cadmara

\

imagen
Modelo de la cdmara obscura.

dicha correspondencia es precisamente la base de la transformacién proyectiva utilizada
por el método de la matriz de proyeccién.

4. Otro aspecto relacionado con el punto anterior es, asumiendo que el modelo de pinhole

simula en forma ideal al modelo fisico del experimento, entonces la red neuronal es
también una muy buena aproximacién de é&l. “

5. En cuanto al experimento con la pirdmide de base cuadrada, la dimensién de la altura,
obtenida de acuerdo al reporte de la maquina de medicién por coordenadas, difiere de
la obtenida por el digitalizador en décimas de milimetro. La diferencia, que se obtuvo
al comparar la distancia entre dos rectas de la base fue mayor, del orden de milimetros,
pero esta diferencia asi como la correspondiente a la altura, desgraciadamente no son
muy significativas, debido principalmente a que el reporte que acompafiaba a la figura
calibrada no indica la manera en que habian sido determinadas estas distancias.

7.2 Trabajo Futuro

Dentro de los trabajos a realizar para facilitar y mejorar la calidad del digitalizador, po-
driamos enumerar los siguientes:

I. Comprobar la precisién de los métodos de calibracién.- Como ya se mencioné la red
neuronal, asi como la matriz de proyeccién modelaron en forma adecuada el modelo
fisico del digitalizador, pero estos experimentos fuero realizados dentro de una &rea
de dimensiones pequenas, plano del ldser, por lo que serfa conveniente comprobar la
-precisién de los métodos de calibracién a distancias mayores, es decir aumentando el
drea donde estarfan ubicados los puntos de calibracién con la finalidad de digitalizar
objetos de mayores dimensiones, y comprobar que la no linearidad introducida por
la cdmara, debida a factores como tipo de lente, campo de visién o apertura angular
incurran en errores en el modelo proyectivo, comparsndolo al mismo tiempo con la
red neuronal, la cual, escogiendo adecuadamente sus pardmetros, puede aproximar en
forma precisa cualquier la funcién en la que intervienen estos factores que nos son
faciles de determinar. "
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II. Oclusiones.- Este es un problema que se encontré al digitalizar la cara de plastilina,
mostrada en la seccién anterior, y que se puede presentar en muchos objefcos, en los
cuales al pasar el rayo ldser sobre su superficie se encuentre con partes del ol? jeto mismo
que lo obstaculicen, produciendo en la imagen captada por la cdmara regmnes donde
no se pueda localizar la linea proyectada por el rayo. Este problema podria se, r<_asue1to
con més cdmaras, lo cual seria relativamente fcil de implantar, pero atn asf smfmpre
existirian pequeflas zonas ocluidas ya que este problema es inherente al enfoque 6ptico
del digitalizador, lo cual obligarfa a tratar las oclusiones de alguna forma.

III. Experimentacién en una méquina de medicién de coordenadas.- Con la ﬁnalidad de
verificar la precisién de la digitalizacién, serfa de gran ayuda podie,r conta,r con una
méquina de medicién de coordenadas, en la cual se i‘ns’.calaria tamblen la cdmara y §1
rayo laser, aprovechdndose al mismo tiempo el movimiento que tiene en los ’gres eje
coordenados para realizar la calibracién y la digitalizacién, teniéndose de esta fo.rmaf el
mismo error o incertidumbre, ademés de saberse de manera precisa cémo se realizarian
las' mediciones de algunas caracteristicas de un objeto de calibraciér.l, perm%tiendo hacer %
m4s objetiva la comparacién entre el método de contacto y el éptico aqui p;*Opuesto. ,

‘IV. Aspectos précticos de calibracién.- Pensando en construir un Fi%gitaliza(/:lo.r con ﬁ.ne's
précticos, serfa conveniente buscar una manera de calibrar que utlhzara. el tinico movimien-
to que se realiza al digitalizar un objeto, es decir, el barrido en el eje Y de la mesa
de coordenadas, de tal forma que no se tuviera la necesidad de mov1m1enjcos e.n.los
“otros dos ejes, reduciendo por lo tanto de manera signiﬁcativa‘el co_sto del dispositivo.
Una posibilidad seria tener como objeto de calibracién una plramlde regular de base

cuadrada, ‘ .

barrido —»

plano del laser °, 0

vista de frénte plano de la imagen

cuya altura abarcara toda el drea del plano del ldser y ubicada de tal forma que al .moverla
solamente en el eje Y, el liser fuera proyectando rectas que se intersectaran en diferentes

y

puntos, no todos colineales, dentro del plano del la imagen.
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